Powtorzenie wiadomosci

Wektory

Spojrzenie geometryczne

Wektor definiuje sie okreslajgc jego dtugosc (wielkos¢, norme)i kierunek. Geometrycznie
wektory reprezentowane sg przez strzatki na ptaszczyznie lub w przestrzeni. Dtugos¢ strzatki
jest dtugoscig wektora a kierunek strzatki jest kierunkiem wektora. Jesli mamy dwa wektory
o takiej samej dtugosci i lezgce na prostych réwnolegtych ale takich ze groty
reprezentujgcych je strzatek sg przeciwnie skierowane, to méwimy, ze oba wektory majg ten
sam kierunek ale przeciwne zwroty.

Dwie strzatki majgce takg samg dtugos¢ kierunek i zwrot reprezentujg ten sam wektor.

Rys. 1. Obie strzatki reprezentuja ten sam wektor.
Wektor miedzy dwoma punktami P i Q bedziemy oznaczac przez @

Pinkt P nazywamy poczatkiem wektora (punktem poczatkowym) a pinkt Q koricem
wektora (punktem korcowym).

Rys. 2. Wektor z punktu P do punktu Q.

Dtugos¢ wektora A bedziemy oznaczad przez |A| . Bedziemy takze zamiennie nazywac

dtugos¢ wektora stowem norma.

Skalowanie, dodawanie i odejmowanie wektorow

Skalowanie wektora oznacza zmiane jego dtugosci zgodnie z czynnikiem skalowania. Jesli
czynnik skalowania jest rowny 2, to dtugos¢ przeskalowanego wektora jest dwa razy wieksza.

Rys. 3. Przyktady skalowania wektordw.



Przy skalowaniu kierunej wektora sie nie zmienia, moze sie zmieni¢ jego zwrot i dtugosc.

Poniewaz jako czynnikéw skalowania uzywamy licb rzeczywistych, to bedziemy je okreslac
stowem skalar.

Wektory dodaje sie imieszczajgc poczatek jednego wektora w punkcie koricowym drugiego.
Jak pokazuje rysunek 4 mozna to zrobi¢ w dowolnym porzadku.

Rys. 4. Dodawanie wektoréw.

Mozna mysle¢ o wektorach jako operacjach przemieszczenia. W ten sposéb o A+B
mozemy myslec¢ jako o przemieszczeniu (przesunieciu) A, po ktdrym nastepuje przesuniecie
B.

Operacje odejmowania wektoréw A i B realizuje sie jako A+(—B).

—B

B

Rys. 5. Odejmowanie wektordéw.

Operacje odejmowania A—B mozna rozumieé jako przemieszczenie z punktu koficowego
wektora B do punktu koricowego wektora A.

Spojrzenie algebraiczne

Poczatek uktadu wspétrzednych oznaczamy literg O . Na ptaszczyznie O = (0,0) aw

trojwymiarowej przestrzeni O = (0,0,0) .

Na ptaszczyznie jesli umiescimy poczatek wektora w poczatku uktadu wspotrzednych, to jego
koniec bedzie w punkcie o wspdtrzednych np. (ai, a2) . W ten sposodb wspdtrzedne korica

wektora okreslajg caty wektor (jesli jest zaczepiony w Q). Jesli rysujemy wrktor zaczepiony w
poczatku uktadu wspoétrzednych, to méwimy o takim wektorze ze jest zwigzany.

Uzywajac wspotrzednych piszemy w takim przypadku A = <a1, a2> .



Dodawanie, skalowanie i odejmowanie z uzyciem wspotrzednych jest omdéwione ponizej.

Graficznie:
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Rys. 6. Wektor zwigzany w uktadzie wspdétrzednych.

Wektory i oraz j uzyte na rysunku 6 majg wspotrzedne i = <1,0> ij= <0,l>. Poniewaz sg

czesto uzywane to doczekaty sie wiasnych symboli. Nazywamy je wektorami jednostkowymi
osi Ox i Oy odpowiednio.

Notacja i terminologia

1. (a,a,) oznacza punkt na ptaszczyznie.
2 <a1, aQ> =ai+a,] jest wektorem zaczepionym w poczatku uktadu o koricu w punkcie
(a,3,).

3. Dla A=aji+a,j, a oraz a, s nazywane i-tgi j-ta sktadowa wektora A.
(zauwazmy, ze sg to skalary).

4. P=OP jest wektorem z poczatku uktadu do punktu P .

5. Piszac na tablicy czesto umieszczamy strzatki nad literg dla zaznaczenia, ze chodzi o
wektor. W dokumentach drukowanych czasem mozna sie spotkac z prostymi i
pogrubionymi literami np. P =P.

6. Liczba rzeczywista jest skalarem, ktérego mozna uzyc jako czynnika skalujgcego
wektor.

Algebra wektorow z uzyciem wspoirzednych

Dla wektorow A =aji+a,] oraz B=Dhi+b,] obowiazujg nastepujace reguty dziatan
algebraicznych. Sg one przedstawione geometrycznie na kolejnych rysunkach.

Dtugos¢ wektora: |A| = «/af +a} . Jest to zastosowanie twierdzenia Pitagorasa.
Dodawanie wektoréw: A+B=(a,+b, )i+ (b +b,)]. Inaczej méwiac:

(a,8,)+(b +b,)=(a +b,a,+b,).

Odejmowanie wektoréw: A—B=(a,—b,)i+(a, —b,)]. Inaczej mowiac:



(a,8,)+(by,b,)=(a —b,a,-b,).

Rys. 7. Dodawanie i odejmowanie wektordéw.

Dla dwéch punktéw P i Q wektor % :é—ﬁ tzn. @ jest przesunieciem
(przemieszczeniem) z punktu P do punktu Q. Geometrycznie przedstawia to rysunek 8.
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Rys. 8. Przemieszczenie z punktu P do punktu Q .
Wektory w trzech wymiarach

Wektor trojwymiarowy jest reprezentowany jako strzatka w przestrzeni tréjwymiarowej.
Uzywajgc wspodtrzednych trzeba uzyc trzech liczb do rerezentowania wektora.

A = (a1,a2,a3) (a1, a2, a3)

Rys. 9. Wektor w przestrzeni tréjwymiarowe;j.



Geometrycznie nic sie nie zmienia dla operacji skalowania dodawania i odejmowania
wektoréw.

Algebraicznie wektor zwigzany A = <a1a ag,ag> ma poczatek w poczatku uktadu
wspotrzednych i dochodzi do punktu o wspotrzednych (al, a,, as) W przestrzeni
tréjwymiarowej mamy wektory jednostkowe na kazdej z osi i = <1, 0, O> , )= <O,1, 0> oraz

k =(0,0,1). Uzywajac tych wektoréw mozemy napisac:
(a,8,,8,) =aji+a,j+ak
Dla A=(a,,a,,a,) i B=(b,b,,b,) mamy:
(a1,8,,8;)+(by,b, bs) = (8, +1y, 8, +1,, 3, +by)

doktadnie tak samo jak w przestrzeni dwuwymiarowe;.

Dtugos¢ wektora w przestrzeni tréjwymiarowej takze jest konsekwencjg twierdzenia
Pitagorasa.

i +a,j+ ak|=|(a, 2,,3,)| = +2; +2; .
Na rysunku 10 przedstawiono, ze |A|=/r* +a; gdzie r =\/a] +a;] .
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Rys. 10. Dtugos¢ wektora w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Wektory jednostkowe (unitarne)

Wektorem jednostkowym nazywamy dowolny wektor o dtugosci jeden. Jesli chcemy
zaznaczy¢, ze wektor jest jednostkowy umieszczamy nad literg oznaczajgcg wektor ,,daszek”

piszac U.

Wektory i, j oraz k s3 jednostkowe (w ich przypadku nie umieszczamy ,,daszka” (ang. hat -
kapelusz)).



Poniewaz wektory mozna skalowac, kazdy wektor mozna tak przeskalowaé aby miat dtugos¢
rowng 1.

PRZYKtAD:

Znalez¢ wektor jednostkowy réwnolegty do wektora <3, 4> .

ODPOWIEDZ: Poniewaz ‘(3, 4>‘ =5, to wektor %(3, 4) :<g,g> ma dtugoéé rowng 1 ijest
réwnolegty do wektora <3, 4> .

Iloczyn skalarny i wektorow

lloczynem skalarnym dwdch wektoréw A i B nazywamy liczbe (skalar) okreslong worem:
AB=|A||B|cosc .

Gdzie o jest katem pomiedzy wektorami.

lloczynem wektorowym A xB nazywamy wektor C prostopadty do A ido B , takize A,
B i C tworzg uktad prawoskretny i o dtugosci |A| |B|sina gdzie o jest katem miedzy

wektorami A i B. Dtugos¢ wektora C jest rdwna polu rownolegtoboku rozpietego na
wektorach A i B.

Wtlasnosci iloczynu skalarnego i wektorowego

1. lloczyn skalarny jest przemienny:
AB=BA.

2. lloczyn wektorowy zmienia znak przy przestawieniu czynnikéw:
AxB= —(BXA).

3. Mnozenie przez liczbe jest taczne (dla obu iloczynéw):

a(AB)=(aA)B
a(AxB)=(aA)xB’

4. Mnozenie skalarne i wektorowe nie jest tgczne:

A(BC)=(AB)C
Ax(BxC)#(AxB)xC’



5. Prawo rozdzielnosci mnozenia (skalarnego i wektorowego) wzgledem dodawania:

A(B+C)=AB+AC
Ax(B+C):A>< B+AxC

6. Ortogonalnosc lub prostopadtos¢ wektoréw. Dwa wektory sg prostopadte (A 1L B) jesli:
AB=0.

oraz jesli jeden lub oba wektory sg wektorami zerowymi.

7. Réwnolegtosé dwdch wektoréow. Dwa wektory sg rownolegte (A||B) jesli:
AxB=0.

8. Mnozenie wektora przez siebie:

AA=A? =|Al", AxA=0.

Kombinacje liniowe wektoréw

Kombinacjg liniowg wektoréw A, A,,...,A, o wspétczynnikach oy, a,, ..., o, nazywamy
wyrazenie:

oA+ oA+ o A
Ktore jest syma przeskalowanych wspoétczynnikami wektordéw.
Podwdjny iloczyn wektorowy

Podwdjny iloczyn wektorowy Ax(Bx C) jest wektorem komplanarnym (lezgcym w tej

samej ptaszczyinie) z wektorami B i C.
Ax(BxC) = B(AC)—C(AB).
Iloczyn mieszany

lloczyn mieszany (Ax B)C , co do wartosci bezwzglednej jest réwny objetosci

réwnolegtoscianu rozpietego na tych trzech wektorach. Jesli A ,B, C tworzg uktad
prawoskretny, to ich iloczyn mieszany przyjmuje warto$¢ dodatniag, w przeciwnym razie jest
ujemny.

W przypadku gdy trzy wektory sg komplanarne, wektor A jest réwnolegty do ptaszczyzny
rozpietej na wektorach B i C, zatem:

A(BxC)=0.



Wzory na mnozenie wektorow we wspotrzednych kartezjanskich prostokatnych

Zatdimy, ze wektory A, B i C zadane s3 przez swoje wspétrzedne w pewnym
prostopadtym uktadzie wspotrzednych:

A=[a,.a,a, |, B=[b,.bc, |, C=[c,.c,c, ]|

Zachodzg wtedy nastepujace wzory:

lloczyn skalarny: AB=ab, +ab, +ab,.
P
lloczyn wektorowy:  AxB=(a)b, -a,b, )i+(ab, —ab,)j+(ab, -ab )k=[a, a, a,|.
b, b, b,
a, a, g,
lloczyn mieszany: (AxB)C=lb, b, b,|.



